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Homoge´ne´ite´ locale pour les me´triques riemanniennes holomorphes en
dimension 3
Re´sume´. Nous de´montrons que sur les varie´te´s complexes compactes de dimen-
sion 3 les me´triques riemanniennes holomorphes sont ne´cessairement localement ho-
moge´ne´s (i.e. le pseudo-groupe des isome´tries locales agit transitivement sur la
varie´te´.)
1 Introduction
Dans le contexte de la ge´ome´trie complexe (holomorphe), une me´trique riemanni-
enne holomorphe est l’analogue du concept re´el de me´trique pseudo-riemannienne.
Formellement une me´trique riemannienne holomorphe sur une varie´te´ complexe M
de dimension n est une section holomorphe q du fibre´ S2(T ∗M) des formes quadra-
tiques complexes sur l’espace tangent holomorphe a` M telle que, en tout point m de
M , la forme quadratique complexe q(m) est non de´ge´ne´re´e (de rang maximal, e´gal
a` la dimension complexe de M).
L’exemple type d’une me´trique riemannienne holomorphe est la me´trique plate
q = dz1 + dz2 + . . .+ dzn sur Cn. A l’instar du cadre pseudo-riemannien (voir, par
exemple, [25]), il n’y a pas de difficulte´ a` introduire le tenseur de courbure d’une
me´trique riemannienne holomorphe comme obstruction infinite´simale (a` l’ordre 2) a`
la platitude de la me´trique. Il existe une unique connexion line´aire holomorphe (de
Levi-Civita) sur M compatible avec la me´trique riemannienne holomorphe et cette
connexion permet de de´finir des courbes ge´ode´siques qui ge´ne´ralisent les droites
affines (parcourues a` vitesse constante) du cas plat (voir, par exemple, [15] pour une
e´tude des ge´ode´siques holomorphes).
Nous allons nous inte´resser dans cet article aux me´triques riemanniennes holo-
morphes sur les varie´te´s complexes compactes. L’existence d’une telle me´trique sur
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une varie´te´ complexe compacte impose des conditions tre`s restrictives a` la varie´te´.
Une premie`re obstruction e´vidente est la premie`re classe de Chern. En effet, dans le
langage des G-structures duˆ a` C. Ehresmann (la terminologie e´tant due a` S. Chern)
une me´trique riemannienne holomorphe est une O(n,C)-structure sur le fibre´ tan-
gent holomorphe a`M . Ceci implique l’existence d’un reveˆtement double non ramifie´
de M sur lequel le groupe structural du fibre´ des repe`res (qui est, en ge´ne´ral, un
GL(n,C)-fibre´) se re´duit au groupe SO(n,C) qui pre´serve un volume holomorphe.
Le fibre´ canonique (des formes volumes holomorphes) de ce reveˆtement double deM
est donc trivial, ce qui assure l’annulation de la premie`re classe de Chern de M . On
peut aussi remarquer que la pre´sence d’une me´trique riemannienne holomorphe fixe
un isomorphisme entre le fibre´ tangent holomorphe TM et son dual T ∗M . En parti-
culier, le fibre´ canonique deM est isomorphe a` son dual ce qui implique l’annulation
de la premie`re classe de Chern de M .
Un premier exemple de varie´te´s compactes admettant des me´triques riemanni-
ennes holomorphes est donne´ par les tores complexes. Pour s’en assurer il suffit de
constater que la me´trique plate q = dz1+dz2+. . .+dzn est invariante par translation
et descend donc sur tout quotient de Cn par un re´seau de translations.
Pour ce qui est du cadre ka¨hle´rien un re´sultat de [14] montre que l’exemple
pre´ce´dent est le seul (a` reveˆtement fini pre`s). Plus pre´cise´ment, il est de´montre´
dans [14] que parmi les varie´te´s ka¨hle´riennes compactes, seuls les tores complexes
et leurs quotients finis admettent des connexions line´aires holomorphes (et donc
des me´triques riemanniennes holomorphes). Dans ce cas, les me´triques riemanni-
ennes holomorphes sont ne´cessairement plates et donc, en particulier, localement ho-
moge`nes, autrement dit le pseudo-groupe des biholomorphismes locaux qui pre´servent
la me´trique riemannienne holomorphe (isome´tries locales) agit transitivement surM .
Un re´sultat similaire est de´montre´ dans [9] pour les surfaces complexes com-
pactes : seuls les tores complexes et leurs quotients finis admettent des me´triques
riemanniennnes holomorphes et ces me´triques sont ne´cessairement plates.
Mentionnons e´galement, dans le cadre ka¨hle´rien, les re´sultats de syme´trie et clas-
sification obtenus pour des structures ge´ome´triques holomorphes plus ge´ne´rales sur
les varie´te´s de Calabi-Yau [8] et sur les varie´te´s projectives unirationnelles [13].
Nous nous inte´re´ssons dans cet article aux varie´te´s complexes compactes non
(ne´ce´ssairement) ka¨hle´riennes de dimension complexe 3 qui posse`dent des me´triques
riemanniennes holomorphes.
Comme nous allons le voir dans la section 2, dans le cas non Ka¨hler, des exemples
de varie´te´s complexes compactes posse`dant des me´triques riemanniennes holomor-
phes sont les varie´te´s paralle´lisables, quotiens d’un groupe de Lie complexe par
un re´seau co-compact. Ces exemples n’ont rien de surprenant car le fibre´ tangent
e´tant holomorphiquement trivial les me´triques riemanniennes holomorphes sur ces
varie´te´s sont ”constantes” par rapport au repe`re mobile invariant par translations
(qui constitue une trivialisation du fibre´ tangent).
En dimension 3 des exemples ine´dits de varie´te´s complexes admettant des me´triques
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riemanniennes holomorphes ont e´te´ construits dans [11] par E. Ghys.
Ne´anmoins dans tous les exemples connus le reveˆtement universel de la varie´te´ est
un groupe de Lie complexe et la pre´image de la me´trique riemannienne holomorphe
par le reveˆtement est invariante par les translations du groupe.
Nous de´montrons ici le the´ore´me suivant qui ge´ne´ralise et pre´cise sous une forme
optimale un premier re´sultat que nous avions obtenu dans [9].
The´ore`me 1.1 : Soit M une varie´te´ complexe compacte connexe de dimension 3
munie d’une me´trique riemannienne holomorphe. Alors toute structure ge´ome´trique
holomorphe de type affine sur M est ne´cessairement localement homoge`ne.
En particulier, la me´trique riemannienne holomorphe est localement homoge`ne.
Il convient de situer ce re´sultat dans le cadre de l’e´tude des structures ge´ome´triques
rigides dans le sens de M. Gromov initie´ dans [10] (voir e´galement l’expose´ de sur-
vey [7] et [4]). Sans donner de de´finition ge´ne´rale, pre´cisons que les me´triques
riemanniennes holomorphes, ainsi que les me´triques pseudo-riemanniennes (dans
le contexte re´el) sont des exemples type de telles structures ge´ome´triques rigides.
Une conjecture vague e´nonce´e par M. Gromov affirme que la pre´sence d’un ”gros”
groupe d’isome´tries pour une structures ge´ome´trique rigide sur une varie´te´ com-
pacte doit repre´senter une situation suffisamment syme´trique (rare) pour eˆtre clas-
sifiable. En principe, il ne devrait y avoir que des exemples alge´briques (construits
a` partir de groupes de Lie) et leurs eventuels avatars (de´formations etc). Les ex-
emples abondent dans ce sens en ge´ome´trie riemannienne ou pseudo-riemannienne
re´elle (voir par exemple [26], pour une concre´tisation de ce phe´nome`ne en ge´ome´trie
lorentzienne de dimension 3). Le the´ore`me 1.1 vient conforter cette conjecture dans
le cadre des varie´te´s complexes. Ici le caracte`re holomorphe remplace l’hypothe`se
d’existence d’un groupe important d’isome´tries et suffit pour engendrer des syme´tries
(isome´tries) locales.
Sans donner pour le moment la de´finition ge´ne´rale de structure ge´ome´trique (pour
cela le lecteur devra se rapporter a` la section 3), pre´cisons que dans le cas ou` la
varie´te´ M munie d’une me´trique riemannienne holomorphe posse`de par ailleurs un
(autre) tenseur holomorphe Y (par exemple, un champ de vecteurs) le the´ore`me 1.1
affirme que le pseudo-groupe des isome´tries locales de la me´trique riemannienne
holomorphe qui pre´servent en meˆme temps le tenseur Y agit transitivement sur
M . Autrement dit, meˆme la structure ge´ome´trique ”totale” (la plus riche possible)
qui englobe a` la fois la me´trique riemannienne holomorphe initiale et toute autre
structure ge´ome´trique holomorphe globale de type affine (voir la section 3 pour la
de´finition) situe´e sur M est localement homoge`ne.
Nos me´thodes me´langent a` la fois les arguments de ge´ome´trie diffe´rentielle rigide
et des techniques qui viennent de la ge´ome´trie analytique complexe. L’homoge´ne´ite´
locale de´te´cte´e par le the´ore`me 1.1 conduit dans certains cas a` des re´sultats de
classification :
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Corollaire 1.2 Soit M une varie´te´ complexe compacte connexe de dimension 3 mu-
nie d’une me´trique riemannienne holomorphe. SiM posse`de une structure ge´ome´trique
holomorphe de type affine et de type ge´ne´ral, alors M admet un reveˆtement fini non
ramifie´ qui est un quotient d’un groupe de Lie complexe connexe et simplement con-
nexe de dimension 3 par un re´seau co-compact.
Conjecturalement le re´sultat du corollaire pre´ce´dent devrait rester valide en ge´ne´ral
: le reveˆtement universel d’une varie´te´ complexe compacte (de dimension 3) posse`dant
une me´trique riemannienne holomorphe est un groupe de Lie complexe sur lequel
la pre´image de la me´trique riemannienne holomorphe est invariante par transla-
tions. Le the´ore`me principal de cet article ouvre la voie vers ce type de re´sultats
de classification. Il s’agit ensuite de prouver des the´ore`mes dites de comple´tude et
d’arriver a` inte´grer les isome´tries locales obtenues par le the´ore`me 1.1 en un groupe
d’isome´tries globales du reveˆtement universel qui agit transitivement. La question
de la comple´tude est ouverte meˆme dans le cas ou` la me´trique riemannienne holo-
morphe est suppose´e plate (de courbure sectionnelle nulle) : dans ce cas il s’agit de
prouver que le reveˆtement universel de M est ne´cessairement biholomorphe a` C3.
Apre`s cette courte introduction, la composition de cet article est la suivante.
La deuxie`me section pre´sente des constructions de varie´te´s complexes compactes
posse`dant des me´triques riemanniennes holomorphes. Dans la troisie`me section
nous rappelons brie`vement les concepts et les the´ore`mes ne´cessaires a` l’e´tude des
structures ge´ome´triques rigides et de leurs isome´tries locales. La section quatre
est consacre´e a` la de´monstration d’une forme faible du the´ore`me principal : on a
homoge´ne´ite´ locale sur un ouvert dense (en dehors d’un sous-ensemble analytique
compact S inclus dans M , eventuellement vide). Dans la dernie`re section nous
montrons comment on peut e´tendre cet ouvert dense a` M tout entier, ce qui ache`ve
la preuve du the´ore`me principal de l’article.
Je remercie chaleureusement E´tienne Ghys pour m’avoir introduit au sujet et
pour son soutien constant. Je remercie e´galement Ghani Zeghib pour la gentillesse
avec laquelle il a toujours repondu a` mes questions. Mes colle`gues Nicolas Bergeron,
Franc¸ois Be´guin, Charles Frances et Pierre Pansu m’ont souvent e´coute´ parler de ce
travail : je les remercie pour leur patience et pour la pertinence de leurs suggestions.
2 Exemples
Les exemples les plus simples de varie´te´s complexes compactes qui admettent des
me´triques riemanniennes holomorphes sont les varie´te´s dites paralle´lisables qui s’ob-
tiennent comme quotient d’un groupe de Lie complexe par un re´seau co-compact.
Un proce´de´ simple pour construire de telles me´triques est le suivant : conside´rons
un groupe de Lie complexe G qui admet un re´seau co-compact Γ (exemple : un
groupe de Lie complexe semi-simple comme SL(2,C)).
Nous identifions son alge`bre de Lie G a` l’alge`bre de Lie des champs de vecteurs
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sur G invariants par les translations a` droite. Le quotient a` droite par l’action de Γ
fournit une varie´te´ complexe compacte paralle´lisableM = G/Γ, dont le fibre´ tangent
est holomorphiquement isomorphe a` M×G. L’ensemble des me´triques holomorphes
q sur M s’identifie aux formes quadratiques non de´ge´ne´re´es sur G.
Au cas ou` cette forme quadratique est invariante par la repre´sentation adjointe
de G dans son alge`bre de Lie (ce qui arrive, par exemple, pour la forme de Killing
d’un groupe de Lie semi-simple complexe : la forme de Killing, qui est toujours
invariante par la repre´sentation adjointe, est non de´ge´ne´re´e si G est semi-simple) les
translations a` gauche sont des isome´tries globales pour la me´trique sur M .
Dans le cas d’une forme quadratique non de´ge´ne´re´e ge´ne´rique il n’existe pas
“autant” d’isome´tries globales . En revanche, dans une carte locale de M , donne´e
par une section locale de la projection G→ G/Γ, les translations a` droite de´finissent
des transformations locales qui agissent par isome´trie. Les me´triques holomorphes
ainsi construites sont donc localement homoge`nes (pour tous les couples de points
(m,m′) dans M , il existe une isome´trie locale d’un voisinage ouvert de m dans M
sur un voisinage ouvert de m′ qui envoit m sur m′). Pour une forme quadratique non
de´ge´ne´re´e ge´ne´rique la me´trique riemannienne holomorphe obtenue est un exemple
de structure ge´ome´trique de type ge´ne´ral (voir la section suivante pour la de´finition)
pour laquelle le corollaire 1.2 s’applique.
Remarquons aussi que si la me´trique riemannienne holomorphe qui correspond a`
la forme de Killing est de courbure sectionnelle constante, pour les autres exemples
la courbure sectionnelle est, en ge´ne´ral, non constante. Elle est repre´sente´e, en
ge´ne´ral, par une fonction me´romorphe non constante de´finie sur la 2-grasmannienne
des plans non de´ge´ne´re´s (qui constitue un ouvert de la 2-grasmannienne de l’espace
tangent holomorphe a` M).
Certains quotients par des groupes finis des exemples pre´ce´dents posse`dent e´gale-
ment des me´triques riemanniennes holomorphes. Pour s’y convaincre sur un exemple
tre`s simple, prenons un tore complexe de dimension 2 de la forme C2 quotiente´
par un re´seau Λ. Le quotient du tore par une transformation d’ordre 2 du type
(z1, z2)→ (z1 +
λ
2
,−z2), ou` λ ∈ Λ est un ge´ne´rateur du re´seau, posse`de la me´trique
riemannienne holomorphe induite par la me´trique plate dz21 + dz
2
2 , invariante par les
translations et la transformation conside´re´e.
En dimension 3, des exemples ine´dits de me´triques riemanniennes holomorphes
sur des varie´te´s complexes dont le fibre´ tangent n’est pas holomorphiquement triv-
ial ont e´te´ construits dans [11]. Ces exemples s’obtiennent a` partir des espaces
homoge`nes du groupe SL(2,C), par de´formation de la structure complexe.
L’ide´e est de conside´rer un re´seau co-compact Γ de SL(2,C) et de perturber
l’action par translations a` droite de Γ sur SL(2,C) de manie`re que le quotient
soit toujours une varie´te´. L’auteur prouve qu’il existe des morphismes de groupes
u : Γ→ SL(2,C) tels que l’action a` droite de Γ sur SL(2,C) donne´e par :
(m, γ) ∈ SL(2,C)× Γ→ u(γ−1)mγ ∈ SL(2,C)
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est libre et totalement discontinue. Le quotient est une varie´te´ complexe compacte
M(u,Γ) sur laquelle la me´trique de Killing de SL(2,C) induit une me´trique holo-
morphe. Il existe des morphismes u pour lesquels les varie´te´s M(u,Γ) ne posse`dent
aucun champ de vecteurs holomorphe non nul. Il est prouve´ dans [11] que tout
tenseur holomorphe sur une varie´te´ de type M(u,Γ) se rele`ve en un tenseur holo-
morphe sur SL(2,C) invariant par l’action a` droite de SL(2,C) et par l’action a`
gauche de u(Γ). En particulier, tout tenseur holomorphe (et donc toute me´trique
riemannienne holomorphe) sur M(u,Γ) est localement homoge`ne. Il s’agit d’un cas
particulier du the´ore`me 1.1.
3 Structures ge´ome´triques rigides
Dans cette section nous rappelons brie`vement le concept de structure ge´ome´trique
(de type fini) introduit pour la premie`re fois par C. Ehresmann pour donner une in-
terpre´tation ge´ome´trique globale aux travaux de E. Cartan. Nous suivrons e´galement
la me´thode expose´e par M.Gromov dans [10] pour comprendre les isome´tries des
structures rigides.
Conside´rons M une varie´te´ complexe de dimension n et de´signons par Rr(M) le
fibre´ des r-repe`res de M . Il s’agit d’un fibre´ principal au-dessus de M de groupe
structural Dr(Cn), le groupe des r-jets en 0 de biholomorphismes locaux de Cn qui
pre´servent 0. Par exemple, le fibre´ des 1-repe`res s’identifie avec l’ensemble des bases
de tous les espaces tangents a` M et D1(Cn) n’est rien d’autre que GL(n,C).
De´finition 3.1 Une structure ge´ome´trique holomorphe de type affine et d’ordre r
sur M est une application holomorphe Dr(Cn)-equivariante du fibre´ Rr(M) dans
une varie´te´ affine A munie d’une action alge´brique du groupe Dr(Cn).
Par un the´ore`me de plongement classique duˆ a` Chevalley, il est toujours possi-
ble de conside´rer que la varie´te´ affine A est plonge´e de manie`re e´quivariante dans
un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’une action alge´brique de
Dr(Cn). Tout tenseur holomorphe sur M est une structure ge´ome´trique holomor-
phe de type affine d’ordre 1, tandis que les connexions line´aires holomorphes sont des
structures de type affine d’ordre 2 : le the´ore`me 1.1 s’applique bien a` ces structures
ge´ome´triques. Un champ de droites holomorphe ou une structure conforme holo-
morphe sont des structures ge´ome´triques holomorphes qui ne sont pas de type affine
(mais de type projectif) et le the´ore`me 1.1 ne s’applique pas dans ce cadre. Pour
un re´sultat d’homoge´ne´ite´ locale concernant les structures conformes holomorphes
le lecteur pourra se re´fe´rer a` [3].
Le jet d’ordre s d’une structure ge´ome´trique ϕ d’ordre r est une nouvelle structure
ge´ome´trique d’ordre s + r. Si dans une carte locale de la varie´te´ ϕ est de´termine´e
par une application a` valeurs dans la varie´te´ A, son jet d’ordre s, que nous notons
ϕ(s), s’exprime dans la meˆme carte par le s-jet de l’application initiale.
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En la pre´sence d’une me´trique riemannienne holomorphe il convient de privile´gier
les syste`mes de coordonne´es exponentielles et dans ce cas il n’est pas ne´cessaire de
conside`rer le fibre´ des r-repe`res. Rappelons a` cet effet que chaque e´le´ment du fibre´
des 1-repe`res R1(M) repre`sentant par de´finition un 1-jet de carte est re´alise´ par une
unique carte exponentielle pour la me´trique riemannienne holomorphe. Autrement
dit, chaque e´le´ment du fibre´ R1(M) fournit une carte (exponentielle) de la varie´te´
M et d’autant plus un e´le´ment du fibre´ Rr(M). Graˆce a` cette section du fibre´ des
1-repe`res a` valeurs dans le fibre´ de r-repe`res, on pourra conside´rer que toutes les
structures ge´ome´triques sont de´finies sur R1(M).
La pre´sence de la me´trique riemannienne holomorphe q nous permet de conside´rer
le fibre´ des 1-repe`res q-orthonorme´s et, quitte a` prendre un reveˆtement double non
ramifie´ de M (ce qui ne change rien a` notre proble`me d’homoge´ne´ite´ locale), de
conside´rer le fibre´ des 1-repe`res q-orthonorme´s directs R(M) qui est un sous-fibre´
principal de R1(M) de groupe structural SO(3,C).
Par exemple, on peut voir le s-jet q(s) d’une me´trique riemanninne holomorphe q
comme e´tant une application e´quivariante du SO(3,C)-fibre´ des repe`res orthonorme´s
directs a` valeurs dans l’espace affine Js constitue´ par les s-jets en 0 de me´triques
riemanniennes holomorphes sur C3 dont le 1-jet est dz21 + dz
2
2 + dz
2
3 . L’espace affine
Js est muni de l’action alge´brique affine de SO(3,C) obtenue par changement de
carte exponentielle. Comme cette action fixe l’e´le´ment dz21+dz
2
2+dz
2
3 nous pouvons
conside´rer que Js est un espace vectoriel d’origine dz21 +dz
2
2 +dz
2
3 muni d’une action
line´aire et alge´brique de SO(3,C).
Une isome´trie locale d’une structure ge´ome´trique ϕ est un biholomorphisme local
entre deux ouverts deM qui pre´serve ϕ. L’ensemble Isloc des isome´trie locales est un
pseudo-groupe pour la composition. Quand le pseudo-groupe des isome´tries locales
agit transitivement sur M , la structure ge´ome´trique ϕ est dite localement homoge`ne.
Un champ de Killing (local) pour ϕ est un champ de vecteurs holomorphe (local) sur
M dont le flot (local ) agit par isome´tries locales pour ϕ. Deux points suffisamment
proches de M qui sont dans la meˆme orbite de Isloc sont relie´s par une isome´trie
locale proche de l’identite´ et se trouvent donc dans la meˆme orbite d’un champ de
Killing local [4].
Un the´ore`me de´montre´ par I.Singer [20] pour les me´triques riemanniennes et
ge´ne´ralise´ dans [1], [10], [8] pour des structures ge´ome´triques plus ge´ne´rales affirme
qu’il existe un s suffisament grand tel que q est localement homoge`ne si et seulement
si l’image de l’application q(s) est exactement une SO(3,C)-orbite de Js. Plus
pre´cise´ment, il existe un entier positif s (qui ne de´pend que de M et de q) tel que
deux points m et m′ sont relie´s par une isome´trie locale de q si et seulement si
q-admet un meˆme s-jet aux points m et m′. De plus (voir, par exemple, la jolie
preuve de [7], toute application line´aire qui envoie une base orthonorme´e directe de
(TmM, qm) sur une base orthonorme´e directe de (Tm′M, qm′) pour laquelle le s-jet de
q est le meˆme de´finit en coordonne´es exponentielles un germe de biholomorphisme
qui envoie m sur m′ et qui est une isome´trie locale.
Comme il est montre´ dans [10] et [7] le phe´nome`ne pre´ce´dent est caracte´ristique
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aux structures ge´ome´triques que M. Gromov appelle rigides et qui sont caracte´rise´es
par la proprie´te´ que le pseudo-groupe des isome´tries locales est de dimension finie.
Le fait qu’une me´trique riemannienne holomorphe soit une structures rigide est
essentiellement duˆ au fait qu’une isome´trie locale est comple´tement de´termine´e par
son jet d’ordre 1 en un point.
Par la suite, quelque soit la structure ge´ome´trique (rigide ou non) qui existe sur
M (penser a` un tenseur), nous allons conside´rer la structure plus riche ϕ qui est la
juxtaposition de la structure initiale et de la me´trique riemannienne holomorphe q.
Comme q est rigide, ϕ sera (d’autant plus) une structure ge´ome´trique rigide et on
aura encore que toute application line´aire qui envoie une base orthonorme´e directe de
(TmM, qm) sur une base orthonorme´e directe de (Tm′M, qm′) pour laquelle le s-jet de
ϕ est le meˆme, de´finit en q-coordonne´es exponentielles un germe de biholomorphisme
qui envoie m sur m′ et qui est une isome´trie locale pour ϕ. Ce proce´de´ ne prend
pas en compte toutes les isome´tries locales de la structure initiale, mais seulement
celles qui pre´servent en meˆme temps la me´trique riemannienne holomorphe q. Notre
me´thode vise donc a` de´montrer directement que la structure ge´ome´trique plus riche
qui englobe a` la fois la structure initiale et q est encore localement homoge`ne, ce qui
implique en particulier l’homoge´ne´ite´ locale de la structure initiale.
De´finition 3.2 Une structure ge´ome´trique d’ordre r et de type affine ϕ sur M sera
dite de type ge´ne´ral s’il existe des entiers s arbitrairement grands tels que l’image
de l’application s-jet de ϕ contiennent au moins une orbite de stabilisateur fini dans
Dr+s(Cn).
Pour une structure rigide ceci veut dire qu’il existe au moins un point m ∈ M
au voisinage duquel il n’existe pas de champ de Killing local s’annulant en m. En
effet, la rigidite´ implique que pour un s suffisamment grand le stabilisateur du s-jet
de ϕ en un point m se prolonge de manie`re unique en un e´le´ment du pseudo-groupe
des isome´tries locales qui fixe m. Un sous-groupe a` un parame`tre du stabilisateur
du s-jet de ϕ en m fournit donc un sous-groupe a` un parame`tre d’isome´tries locales
pour ϕ qui fixent M . Par un the´ore`me classique duˆ a` S. Lie un tel sous-groupe a`
un parame`tre d’isome´tries n’est rien d’autre que le flot local d’un champ de Killing
s’annulant en m.
Finissons cette section par la preuve du fait que le the´ore`me 1.1 implique le
corollaire 1.2.
Conside´rons une varie´te´ complexe compacte M de dimension 3 munie d’une
me´trique riemannienne holomorphe q et d’une structure ge´ome´trique de type affine
et de type ge´ne´ral (cette structure ge´ome´trique pourrait tre`s bien eˆtre la me´trique
q elle-meˆme : on a vu de tels exemples de me´triques a` la section 2). D’apre`s le
the´ore`me 1.1 la structure ge´ome´trique ϕ forme´e par la juxtaposition de q et de la
structure ge´ome´trique de type affine et de type ge´ne´ral est une structure ge´ome´trique
rigide de type affine et de type ge´ne´ral qui est localement homoge`ne. Ceci equiv-
aut a` : ∀s ∈ N l’image de l’application ϕ(s), de´finie sur le fibre´ des repe`res q-
orthonorme´es directes R(M), est constitue´e d’une unique orbite qui s’identifie au
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quotient de SO(3,C) par le stabilisateur d’un point. Nous avons explique´ un peu
plus haut pourquoi il convient de voir SO(3,C) comme e´tant plonge´ canoniquement
(par le choix de q) dans Dr+s(C3). Ceci montre que le stabilisateur du s-jet de ϕ
dans SO(3,C) est encore un sous-groupe fini F . Nous avons donc une application
holomorphe SO(3,C) e´quivariante du fibre´ R(M) dans le quotient SO(3,C)/F . Il
est e´quivalent de dire qu’il existe un reveˆtement fini non ramifie´ de M associe´ au
groupe F au-dessus duquel le fibre´ principal R(M) se trivialise. Ce reveˆtement fini
de M posse`de un fibre´ tangent holomorphe trivial et d’apre`s le the´ore`me de Wang
[24] il s’identifie a` un quotient d’un groupe de Lie complexe connexe et simplement
connexe de dimension 3 par un re´seau co-compact.
4 Homoge´ne´ite´ locale sur un ouvert dense
Soit (M, q) une varie´te´ complexe compacte connexe de dimension 3 munie d’une
me´trique riemannienne holomorphe. Nous de´montrons dans cette section la ver-
sion faible suivante du the´ore`me 1.1 : toute structure ge´ome´trique de type affine ψ
sur M est localement homoge`ne sur un ouvert dense (en dehors d’un sous-ensemble
analytique compact, eventuellement vide). Il est donc e´galement vrai que la struc-
ture ge´ome´trique ϕ = (ψ, q) obtenue par la juxtaposition de ψ et q est localement
homoge`ne sur un ouvert dense. En particulier la me´trique riemannienne holomor-
phe q est localement homoge`ne sur un ouvert dense. Ce re´sultat pre´sente de´ja` un
progre`s notable par rapport au the´ore`me obtenu dans [9] ou` on avait seulement
pu de´montrer que les orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales forment ou
bien un ouvert dense ou bien sont les fibres d’une fibration sur une courbe de genre
g ≥ 2. Le travail fait dans cette section e´limine la deuxie`me alternative en pre´cisant
la structure de la fibration π. Remarquons pour finir que dans [9] les re´sultats sont
e´nonce´s seulement pour la me´trique riemannienne holomorphe, mais il suffit de rem-
placer syste`matiquement dans la preuve le ”s-jet de q” avec le ”s-jet de la structure
ge´ome´trique φ = (ψ, q)” pour obtenir les meˆmes re´sultats avec φ = (ψ, q) a` la place
de q.
4.1 M est un fibre´ principal en tores complexes
Nous utilisons ici de manie`re essentielle le lemme 6.4 que nous avons prouve´ dans
[9]. Il s’agit d’un lemme qui exploite le manque d’homoge´ne´ite´ locale pour fabriquer
certains tenseurs holomorphes :
Lemme 4.1 Soit M une varie´te´ complexe compacte de dimension 3 munie d’une
me´trique riemannienne holomorphe q et e´galement d’une structure ge´ome´trique de
type affine ψ (il se peut que ψ= q).
i). Si la structure ge´ome´trique ϕ = (ψ, q), forme´e par la juxtaposition de ψ et de
q, n’est pas localement homoge`ne (en particulier, si q ou ψ ne sont pas localement
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homoge`nes) sur M , alors il existe un entier positif n et une section holomorphe non
triviale du fibre´ vectoriel Sn(T ∗M) qui s’annule en au moins un point et qui prend
ses valeurs dans le coˆne des puissances n-ie`mes.
ii). Si la structure ge´ome´trique ϕ = (ψ, q) n’est localement homoge`ne sur aucun
ouvert dense de M , alors il existe un entier positif n et deux sections holomorphes
line´airement inde´pendantes du fibre´ Sn(T ∗M) qui s’annulent en au moins un point
et qui prennent leurs valeurs dans le coˆne des puissances n-ie`mes. Ces sections sont
en tout point coline´aires.
Supposons par l’absurde qu’il existe une structure ge´ome´trique holomorphe de
type affine ψ sur M telle que ϕ = (ψ, q) n’est localement homoge`ne sur aucun
ouvert dense de M . Le point ii) du lemme 4.1 ensemble avec le lemme suivant qui
est une conse´quence directe d’un the´ore`me de M. Brunella [6] nous montre que M
fibre sur une courbe de genre g ≥ 2. Le lemme est le suivant :
Lemme 4.2 SoitM une varie´te´ complexe compacte de dimension 3 avec fibre´ canon-
ique trivial. Supposons qu’il existe un entier positif n et deux sections holomorphes
line´airement inde´pendantes α1 et α2 du fibre´ S
n(T ∗M) qui prennent leurs valeurs
dans le coˆne des puissances n-ie`mes et qui sont en tout point coline´aires.
Il existe alors une fibration holomorphe π de M sur une surface de Riemann C de
genre g ≥ 2 et deux sections holomorphes η1 et η2 de (T
∗C)⊗n telles que αi = π
∗(ηi).
De´monstration
Les arguments de [6], notamment le lemme 1 de la page 4, la proposition 3
de la section 3 et la preuve du cas 1 de la section 4 (page 15) s’appliquent sans
aucune modification de`s qu’on de´montre que les formes α1 et α2 sont inte´grables.
L’inte´grabilite´ a e´te´ montre´ dans la preuve du lemme 6.6 de [9]. ✷.
Dans [9] nous avions montre´ que les fibres de π sont forme´e par des points qui
sont dans la meˆme orbite du pseudo-groupe des isome´tries locales de ϕ = (ψ, q).
La strate´gie a` suivre sera maintenant la suivante : nous e´tudions cette fibration
et de´montrons que M admet une structure de fibre´ principal en tores complexes
(avec eventuellement des fibres singulie`res) au-dessus de la courbe C. Finalement
un lemme de prolongement de formes diffe´rentielles multiples inspire´ par [21] permet
d’obtenir une contradiction et de conclure que ϕ doit eˆtre localement homoge`ne sur
un ouvert dense.
Regardons de plus pre`s la structure de la fibration pre´ce´dente et de´montrons
d’abord que les fibres ge´ne´riques sont des tores complexes. On prouve ensuite que
ces tores sont ne´cessairement isomorphes, ce qui donne :
Proposition 4.3 M est un fibre´ principal, de fibre type un tore complexe de dimen-
sion 2, au-dessus d’une surface de Riemann de genre g ≥ 2 (avec eventuellement un
nombre fini de fibres singulie`res).
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De´monstration
Les fibres de la fibration π sont les feuilles du feuilletage donne´ par le noyau
de la section α1. On peut de´crire la distribution Kerα1 comme e´tant e´galement
l’orthogonal Y ⊥1 (au sens de q) de la section Y1 de S
n(TM) duale a` α1.
Rappelons que la norme de Y1 (au sens de q
⊗n) est une fonction holomorphe
et, par conse´quent, constante sur la varie´te´ compacte M . Cette constante est
ne´cessairement nulle car Y1 admet au moins un point d’annulation et la section
Y1 est donc en tout point isotrope. La restriction de Y1 a` une fibre re´gulie`re de π
sur laquelle Y1 ne s’annule pas (rappelons que Y1 est projetable sur la base) munit
cette fibre d’un champ de vecteurs holomorphe tangent non singulier et q-isotrope.
Ces fibres sont donc ne´cessairement des surfaces minimales : le flot de ce champ de
vecteurs non singulier permet de “bouger” toute eventuelle copie de P 1(C) incluse
dans la fibre, ce qui implique que l’auto-intersection de P 1(C) ne peut pas eˆtre
ne´gative.
De manie`re duale la restriction de α1 permet de construire le long d’une fi-
bre re´gulie`re de la fibration une 1-forme diffe´rentielle holomorphe α dont le noyau
co¨ıncide avec l’espace tangent a` la fibre. Les fibres re´gulie`res posse`dent une forme
volume holomorphe (leur fibre´ canonique est trivial) : cette forme volume est donne´e,
par exemple, par la formule volfibre(x, y) =
vol(x,y,z)
α(z)
, ou` vol de´signe la forme volume
de M , x, y des vecteurs tangents a` la fibre et z n’importe quel vecteur transverse
a` la fibration (il est aise´ de voir que l’expression du volume de la fibre ne de´pend
pas du supple´mentaire z choisi). La classification des surfaces complexes (voir, par
exemple, [2]) montre que la fibre ge´ne´rique est ou bien un tore complexe ou bien
une surface de Kodaira primaire (une fibration non singulie`re en courbes elliptiques
sur une courbe elliptique). Ce dernier cas est e´limine´ par le the´ore`me 4.1 de [21] (il
s’agit d’un cas facile de ce the´ore`me).
La prochaine e´tape montre que ces tores sont holomorphiquement isomorphes.
Soit m un point de la base C qui est une valeure re´gulie`re de la fibration π et soit
Tm = π
−1(m) la fibre re´gulie`re correspondante. La section isotrope Y1 permet de
construire en restriction au tore complexe Tm un champ de vecteurs constant Y et
on peut de´finir le long de Tm un deuxie`me champ de vecteurs X avec la proprie´te´ que
q(X) = 1 et X ∈ Y ⊥ (on utilise ici que la fibre ge´ne´rique est un tore et donc son fibre´
tangent est trivial : il suffit donc de prendre un deuxie`me champ de vecteurs tangent
a` la fibre et non coline´aire a` Y et de le diviser par sa q-norme qui est constante graˆce a`
la compacite´ de la fibre). Comple´tons ces deux champs de vecteurs par un troisie`me
champ Z en imposant la condition q(Z) = 0, q(Z,X) = 0 et q(Y, Z) = 1. Cette
condition exprime le fait que Z engendrent la deuxie`me droite isotrope du champ
de plans non dege´ne´re´s X⊥ et que Z est choisi sur cette droite de manie`re unique en
imposant que la base (X, Y, Z) soit de volume 1. Ces trois champs constituent alors
une trivialisation du fibre´ des repe`res orthonorme´s au-dessus de Tm. Ceci implique
que le 1-jet de biholomorphisme qui envoie un point s ∈ Tm en un point s
′ ∈ Tm et
dont la diffe´rentielle envoie (X(s), Y (s), Z(s)) sur (X(s′), Y (s′), Z(s′)) s’inte`gre en
une isome´trie locale (le s-jet de la structure ge´ome´trique (q, ϕ) est le meˆme en les
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bases (X(s), Y (s), Z(s)) et (X(s′), Y (s′), Z(s′)) a` cause de la compacite´ de la fibre
Tm et du fait que le fibre´ des repe`res est trivial au-dessus de Tm). Cette isome´trie
locale envoie ne´cessairement le temps t de la ge´ode´sique issue du point s dans la
direction Z(s) sur le temps t de la ge´ode´sique issue du point s′ dans la direction
Z(s′): autrement dit, pour t suffisament proche de 0 l’image du point exps(tZ(s))
est exps′(tZ(s
′)). Le temps t du flot ge´ode´sique du champ Z (de´fini le long de
la fibre en m) envoie donc la fibre en m en un ensemble de points relie´s par des
isome´tries locales. Cet ensemble est contenu donc dans la meˆme fibre de la fibration
π : rappelons que la conclusion du the´ore`me principal de [9] est pre´cise´ment que
les fibres de la fibration π sont les orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales
de ϕ. Le flot ge´ode´sique de Z re´alise alors un isomorphisme entre la fibre en m et
les fibres proches. Les fibres re´gulie`res de la fibration π sont donc isomorphes entre
elles.
Comme un biholomorphisme proche de l’identite´ d’un tore complexe est une
translation, le flot ge´ode´sique du champ transverse Z identifie les fibres voisines de
la fibration par un biholomorphisme qui est une translation. Il vient qu’en dehors
des fibres singulie`res la fibration π admet une structure de fibre´ principal. ✷.
4.2 Prolongement de certaines sections de K⊗n
Nous venons de voir que M admet une structure fibre´e principale de fibre un tore
complexe T de dimension 2 au-dessus d’une courbe de genre g ≥ 2, avec eventuelle-
ment des fibres singulie`res. Si u, v sont des coordonne´es complexes sur la fibre type
T de la fibration en question, alors la 2-forme diffe´rentielle holomorphe θ = du∧ dv
est invariante par les translations de la fibre et est donc bien de´finie surM en dehors
des fibres singulie`res. Aussi les sections ω1 = α1 ∧ θ
⊗n et ω2 = α2 ∧ θ
⊗n de K⊗n, ou`
K est le fibre´ canonique de M , sont bien de´finies en dehors des fibres singulie`res et
non identiquement nulles. Nous allons arriver a` une contradiction en prolongeant
les sections ω1 et ω2 a` l’aide du lemme suivant du a` Ueno [21] :
Lemme 4.4 Soit M une varie´te´ complexe, S un sous-ensemble analytique compact
de M et ω une section holomorphe au-dessus de M \ S de K⊗n, ou` K est le fibre´
canonique de M . Si
∫
M\S |ω|
2
n < ∞, alors ω est une section me´romorphe de K⊗n
admettant un poˆle d’ordre au plus n− 1 en S.
Dans le lemme pre´ce´dent |ω|
2
n de´signe la 2m-forme diffe´rentielle re´elle qui s’exprime
localement par |f(z)|
2
n (dx1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dxm ∧ dym), ou` zk = xk + iyk, m est la di-
mension complexe de M et ω = f(z)(dz1 ∧ . . . ∧ dzm)
n est l’expression locale de
ω.
Nous allons donc appliquer le lemme 4.4 a` notre situation pour prolonger les
sections ω1 et ω2 au-dessus des fibres singulie`res. Les arguments suivants s’inspirent
de [21].
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Soit c ∈ C une valeure critique de notre fibration principale, π−1(c) la fibre
singulie`re correspondante et t une coordonne´e locale sur C au voisinage de c qui
s’annule en c. Conside´rons un disque D = {t, |t| < ǫ} suffisamment petit pour que
π−1(0) soit l’unique fibre singulie`re contenue dans π−1(D). Rappelons que α1 =
π∗(η1), ou` η1 est une section holomorphe d’une puissance du fibre´ canonique de
C. Choisissons la coordonne´e locale t telle que η1(t) = t
l(dt)⊗n, pour un certain
entier positif l (qui vaut 0 dans le cas ou` η1 est non singulie`re en c). Dans ce cas
l’expression locale de ω1, en restriction a` l’ouvert π
−1(D \ {0}) est tl(dt∧ du∧ dv)n.
Pour montrer que ω1 se prolonge en une section holomorphe sur π
−1(D), il suffit de
prouver que (dt ∧ du ∧ dv)n se prolonge. Pour cela on applique le lemme 4.4 a` la
section ω = t−(n−1)(dt∧du∧dv)n. Notons d’abord A =
∫
T θ∧ θ¯, le volume de la fibre
re´gulie`re et appliquons le the´ore`me de Fubini pour estimer l’inte´grale suivante :
∫
π−1(D\{0})
|ω|
2
n = A · |
∫
D\{0}
t
−2(n−1)
n dt ∧ d¯t| = 4πA ·
∫ ǫ
0
r−(1−
1
n
)dr <∞.
Le lemme 4.4 s’applique et montre que la section ω = t−(n−1)(dt ∧ du ∧ dv)n est
me´romorphe sur π−1(D) et admet un poˆle d’ordre au plus n−1 sur la fibre singulie`re.
Il s’ensuit donc que la section (dt∧du∧dv)n est holomorphe sur π−1(D) et que ω1 se
prolonge au-dessus de la fibre singulie`re π−1(c). Le meˆme raisonnement s’applique
aussi a` ω2 et montre que ω1 et ω2 de´finissent deux sections holomorphes globales
du fibre´ K⊗n. Comme α1 = f · α2 pour une certaine fonction me´romorphe non
constante f , ceci reste vrai pour les sections ω1 et ω2. La contradiction vient du fait
que le fibre´ (trivial) K⊗n ne peut pas admettre deux sections holomorphes globales
dont le quotient est une fonction me´romorphe non constante sur M .
5 E´tendre l’ouvert dense a` M
Avec les meˆmes notations que dans la section pre´ce´dente, il s’agit de prouver ici que
l’ouvert dense d’homoge´ne´ite´ locale est toujours e´gal a` M tout entier, ce qui finit la
preuve du the´ore`me 1.1.
La proprie´te´ suivante de prolongement de champs de Killing, de´couverte pour
la premie`re fois par K. Nomizu dans le cadre des me´triques riemanniennes analy-
tiques [19] et ge´ne´ralise´e dans [1] et [10] pour les structures ge´ome´triques rigides
analytiques est essentielle pour la suite : chaque point m ∈ M admet un voisinage
ouvert Um avec la proprie´te´ que tout champ de Killing holomorphe, de´fini sur un
ouvert connexe U ⊂ Um, se prolonge en un champ de Killing sur Um. Autrement
dit, la fibre du faisceau des germes de champs de Killing d’une structure holomorphe
rigide est une alge`bre de Lie G qui ne de´pend pas du point. Dans notre cas cette
alge`bre est de dimension complexe au moins 3 car elle est transitive sur M \ S. Par
ailleurs, comme l’action de G est libre sur le fibre´ des repe`res qui est de dimension
6, la dimension de G est infe´rieure ou e´gale a` 6. Il reste que la dimension de G est
e´gale a` 3, 4 ou 5.
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Supposons par l’absurde qu’il existe sur M une certaine structure ge´ome´trique
holomorphe ψ qui n’est pas localement homoge`ne partout, mais seulement sur un
ouvert dense. Autrement dit, si s est un entier positif suffisamment grand l’image
de l’application ψ(s) qui repre´sente le s-jet de ψ (et dont les fibres se projetent
sur M en les orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales de ψ ) est incluse
dans l’adhe´rence d’une orbite O sous l’action du groupe SO(3,C). Rappelons qu’un
re´sultat classique (voir, par exemple, [12], [18]) affirme que pour les repre´sentations
alge´briques chaque orbite est ouverte dans son adhe´rence : l’image de ψ(s) est donc
constitue´e´ de l’orbite O a` laquelle s’ajoute eventuellement des orbites de dimension
strictement infe´rieure contenues dans l’adhe´rence de O.
De´signons par S l’ensemble analytique compact forme´ par les points de M ou` le
s-jet de ψ appartient a` O¯ \O. Autrement dit, M \S est l’ouvert maximal de M sur
lequel le pseudo-groupe des isome´tries locales de ψ agit transitivement.
La preuve du point i) du lemme 4.1 (voir [9] ) construit dans ce cas une section
holomorphe non triviale Y d’un fibre´ vectoriel Sn(T ∗M) dont le lieu d’annulation
est S et qui prend ses valeurs dans le coˆne des puissances n-ie`mes. Il est utile pour la
suite de rappeler que la pre´sence de la me´trique riemannienne holomorphe q de´finit
un isomorphisme entre T ∗M et TM et cette dualite´ permet de voir Y aussi comme
une section de Sn(TM).
Nous de´montrons la proposition suivante qui nous permettra de remplacer pour
la suite la structure ge´ome´trique (quelconque) ψ, avec la structure ge´ome´trique
ϕ = (q, Y ), forme´e par la juxtaposition de q et du tenseur Y .
Proposition 5.1 L’ouvert M \ S est l’ouvert maximal de M sur lequel le pseudo-
groupe des isome´tries locales de la structure ge´ome´trique holomorphe ϕ = (q, Y )
(forme´e par la juxtaposition de q et de Y ) agit transitivement.
De´monstration
Nous savons par la section pre´ce´dente que la structure ge´ome´trique ϕ = (q, Y )
est localement homoge`ne sur un ouvert dense de M (car de´montre´ pour toutes les
structures ge´ome´triques de type affine).
L’ouvert dense sur lequel ϕ est localement homoge`ne ne peut contenir des points
ou` Y s’annule car dans ce cas Y serait nul sur tout l’ouvert donc partout. Inverse-
ment, s’il existe au moins un point dans M \ S ou` le s-jet de ϕ se trouve dans une
orbite qui n’est pas dense dans l’image de ϕ(s), la preuve du lemme 6.4 de [9] con-
struit une section holomorphe non triviale d’un fibre´ Sn(T ∗M) qui s’annule au moins
au point conside´re´. Comme Y ne s’annule pas en ce point, cette nouvelle section et
Y seront line´airement inde´pendantes et on est dans les hypothe`ses d’application du
lemme 4.2. Le raisonnement de la section 4 s’applique et fournit l’existence d’une
fibration de M sur une courbe de genre g ≥ 2 ce qui, comme on l’a vu, conduit a`
une contradiction. ✷.
Chaque orbite de dimension strictement infe´rieure a` 3 qui se trouve dans l’image
du s-jet de ϕ (par exemple, toute orbite contenue dans O¯\O) admet un stabilisateur
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de dimension supe´rieure ou e´gale a` 1 dans SO(3,C). Un tel stabilisateur fournit
des isome´tries fixant un point (autrement dit, des champs locaux de Killing pour
ϕ qui s’annulent en au moins un point et qui se line´arisent donc en coordonne´es
exponentielles). Pre´cisons ceci : si ϕ(s) est l’application ”s-jet de ϕ” de´finie sur
R(M), alors l’image par ϕ(s) de la restriction de R(M) au-dessus de M \ S est
exactement une orbite O de l’espace affine des s-jets de φ, tandis que l’image de
la restriction de R(M) a` S est forme´e par des orbites de dimension strictement
infe´rieures contenues dans l’adhe´rence de O. Si ϕ(s) envoie la fibre de R(M) au-
dessus d’un point u ∈ S sur une orbite de O¯\O qu’on identifie a` SO(3,C) quotiente´
par un stabilisateur B, alors la dimension complexe de B est supe´rieure ou e´gale a` 1
et pour s suffisamment grand les e´le´ments de B s’inte`grent en des isome´tries locales
qui fixent le point u. Tout sous-groupe a` un parame`tre de B fournit donc un champ
de Killing au voisinage de u qui s’annule en u. Un tel champ de Killing est donc
line´arisable au voisinage de u (car isome´trie de q). Pour la partie line´aire d’un tel
champ de Killing on a les deux possibilite´s suivantes (rappelons au passage que le
groupe SO(3,C) est isomorphe a` PSL(2,C) : pour s’en assurer il suffit de faire agir
PSL(2,C) (par changement de variables) sur l’espace vectoriel (de dimension 3) des
formes quadratiques a` deux variables (de la forme ax2 + bxy + cy2) en pre´servant le
de´terminant) :
1. la partie line´aire est semi-simple, conjugue´e dans l’alge`bre de Lie de PSL(2,C)
a` un multiple de l’e´le´ment
(
1 0
0 −1
)
2. la partie line´aire du champ de Killing soit unipotente, autrement dit conjugue´e
dans PSL(2,C) a` l’e´le´ment
(
0 1
0 0
)
.
Il est e´quivalent de dire que la partie line´aire d’un champ de Killing est semi-
simple ou de pre´ciser que la diffe´rentielle du flot du champ de Killing au point fixe
stabilise un champ de vecteurs de q-norme e´gale a` 1 dans l’espace tangent (forme
quadratique xy dans l’isomorphisme avec PSL(2,C)). Aussi, il est e´quivalent de
dire que la partie line´aire d’un champ de Killing est unipotente ou de pre´ciser que la
diffe´rentielle du flot de champ de Killing au point fixe stabilise un champ de vecteurs
q-isotrope dans l’espace tangent (forme quadratique x2). Dans ces situations on
utilise classiquement la terminologie : isotropie semi-simple et isotropie unipotente.
Le lemme suivant pre´cise le type d’orbites qui peuvent se trouver dans l’image
du s-jet de ϕ et sera tre`s utile pour la suite :
Lemme 5.2 L’image de ϕ(s) contient une orbite dense O de dimension 3. Les
orbites de O¯ \O contenues dans l’image de ϕ(s) sont de dimension 2.
De´monstration
Commenc¸ons par rappeler que le seul espace homoge`ne de dimension 1 complexe
de PSL(2,C) est la droite projective P 1(C). En effet, le stabilisateur d’un point
15
doit eˆtre un sous-groupe de Lie complexe de dimension 2 de PSL(2,C) et il est,
par conse´quent, conjugue´ dans PSL(2,C) au sous-groupe forme´ par les matrices
triangulaires supe´rieures. Comme P 1(C) est un espace compact, ce type d’orbite
ne peut pas apparaˆıtre dans une repre´sentation de PSL(2,C) sur une varie´te´ affine.
Dans l’image de ϕ(s) il n’existe donc aucune orbite de dimension 1.
Montrons maintenant qu’il n’existe dans ϕ(s) aucune orbite de dimension 0. Sup-
posons par l’absurde le contraire. Il existe alors un point u dans S ou` le stabilisateur
du s-jet de q est de dimension (maximale) 3. Conside´rons l’alge`bre des germes des
champs de Killing G au voisinage de ce point u. Le groupe d’isotropie en u est de di-
mension 3 isomorphe donc au groupe line´aire PSL(2,C). Le morphisme d’e´valuation
en u qui a` un champ de Killing associe sa valeur au point u est un morphisme
d’espaces vectoriels qui admet un noyau de dimension 3. Comme la dimension de
G est infe´rieure ou e´gale a` 5, la dimension de l’image de ce morphisme est un sous-
espace vectoriel strict de TsM qui doit eˆtre invariant par l’action line´aire du groupe
d’isotropie PSL(2,C). Il vient que ce sous-espace vectoriel est ne´cessairement triv-
ial, ce qui implique que G est de dimension 3 isomorphe a` PSL(2,C). La contra-
diction vient du fait qu’au voisinage du point fixe u les orbites de l’action line´arise´e
(en coordonne´es exponentielles) de PSL(2,C) sont de dimension au plus 2 (dans le
mode`le line´aire donne´ par les formes quadratiques a` 2 variables cette action pre´serve
le de´terminant). L’action de G n’est donc pas transitive en dehors de S : absurde.
Il reste que les orbites de O¯ \O contenues dans l’image de ϕ(s) sont de dimension
2. Ceci implique que l’orbite dense O est de dimension strictement supe´rieure : elle
est donc de dimension 3. ✷.
La proposition suivante est une conse´quence directe du lemme pre´ce´dent.
Proposition 5.3 i) L’alge`bre des germes de champs de Killing pour ϕ est une
alge`bre de Lie non-unimodulaire de dimension 3.
ii) L’ouvert M \ S admet une (G,G)-structure, ou` G est l’unique groupe de Lie
connexe et simplement connexe associe´ a` G. En restriction a` M \S, q provient d’une
me´trique riemannienne holomorphe sur G invariante par translations a` gauche.
De´monstration
Au-dessus de M \ S l’image du fibre´ des repe`res dans l’espace des s-jets de ϕ
est l’orbite O de dimension complexe 3 qui s’identifie au quotient de SO(3,C) par
un sous-groupe fini. On be´ne´ficie donc (eventuellement sur un reveˆtement fini non
ramifie´) d’une trivialisation du fibre´ des repe`res et, de plus, un biholomorphisme
local qui relie deux points de M \ S est une isome´trie locale si et seulement si son
action pre´serve cette trivialisation .
L’action de G est donc libre et transitive sur M \S (isotropie triviale), ce qui im-
plique que G est de dimension complexe 3. Avec le langage des (G,X)− structures,
nous sommes en pre´sence d’une (G,G)-structure sur l’ouvert invariant M \ S, ou` G
est l’unique groupe de Lie complexe connexe simplement connexe de dimension 3
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associe´ a` l’alge`bre de Lie G. Sur l’ouvert M \S, la me´trique riemannienne holomor-
phe q provient d’une me´trique riemannienne holomorphe sur G invariante par les
translations a` gauche. On a vu dans la section 2 qu’une telle me´trique se construit
en choisissant une forme quadratique non de´ge´ne´re´e sur l’alge`bre de Lie G et en la
transportant par les translations a` gauche. Comme le pseudo-groupe d’isome´tries
locales agit dans notre situation sans point fixe sur M \ S (isotropie triviale), la
forme quadratique q n’est pre´serve´e par aucune transformation adjointe (voir [16]).
Prouvons que le groupe G ne peut pas eˆtre unimoduaire (il est, par conse´quent,
re´soluble) [16]. Si par l’absurde G est unimodulaire alors la transformation adjointe
pre´serve le volume de la forme quadratique conside´re´e sur l’alge`bre de Lie G ( qui
fournit la restriction de q a` M \ S). Soit (K1, K2, K3) une base fixe´e de G et
conside´rons les trois champs de Killing locaux line´airement inde´pendants de´finis
au voisinage d’un point m ∈ M \ S qui correspondent a` la base (K1, K2, K3) de G.
Si on agit par une isome´trie locale qui envoie le point m sur un autre point m′ dans
M \ S les trois champs de Killing initiaux sont conjugue´s a` trois autres champs de
Killing qui correspondent a` l’image de la base (K1, K2, K3) par la transformation
adjointe (qui est suppose´e pre´server le volume). L’action de G pre´serve donc le
volume vol(K1, K2, K3) des champs K1, K2 et K3. Comme cette action est transitive
ce volume est constant.
Autrement dit, quelque soient trois champs de Killing locaux de´finis au voisinage
d’un point de M \ S, leur volume par rapport a` q est une fonction constante. Pour
obtenir la contradiction recherche´e conside´rons un point u dans S et conside´rons
un voisinage U de u dans S qui ve´rifie la proprie´te´ de prolongement de champs
de Killing. Conside´rons au voisinage d’un point de U \ S trois champs de Killing
line´airement inde´pendants, correspondant a` une base (K1, K2, K3) de G. Ces champs
de Killing se prolongent a` U en des champs de Killing dont les valeurs en u sont
ne´ce´ssairement des vecteurs de TuM line´airement de´pendants (tangents a` S car S
est invariant sous l’action de G). Le volume associe´ a` ces trois champs de Killing est
donc une fonction constante non nulle sur U\S, qui se prolonge (holomorphiquement
et donc continument) en une fonction qui s’annule en les points de S : impossible. ✷.
Proposition 5.4 Les composantes connexes de S sont des surfaces complexes lisses
(sous-varie´te´s de codimension 1 de M).
De´monstration
Remarquons que O¯ \O e´tant de dimension complexe 2, les orbites de dimension
2 sont des ouverts de O¯ \O. Par connexite´, le fibre´ des repe`res au-dessus de chaque
composante connexe de S est envoye´ par l’application s-jet de ϕ sur une meˆme orbite
(de dimension 2) contenue dans O¯ \ O (et le stabilisateur B d’une telle orbite dans
SO(3,C) est une extension par un groupe fini d’un sous-groupe a` un parame`tre). Par
conse´quent le pseudo-groupe des isome´tries locales de ϕ = (q, Y ) agit transitivement
sur chaque composante connexe de S. Il vient donc que chaque composante connexe
de S est lisse.
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Au-dessus de chaque composante connexe de S on be´ne´ficie d’une application
holomorphe SO(3,C)-e´quivariante du fibre´ des repe`res R(M) restreint a` S dans
l’espace homoge`ne SO(3,C)/B. Ceci s’interpre`te comme la donne´e d’un champ de
vecteurs holomorphe au-dessus de S qui est q-isotrope ou de q-norme constante e´gale
a` 1 selon que l’unique sous-groupe a` un parame`tre contenu dans B est unipotent ou
semi-simple.
En re´sume´, chaque composante connexe de S est lisse et en chaque point u ∈ S
il existe un vecteur X(u) ∈ TuM tel que toute isome´trie locale de q restreinte au
sous-ensemble invariant S pre´serve X .
Nous de´montrons que le champ de vecteurs X est tangent a` S. Pour tout u ∈ S
les transformations line´aires de TuM qui pre´servent X(u) pre´servent le s-jet de ϕ
et s’inte`grent donc en des isome´tries locales de ϕ qui fixent tous les points de la
ge´ode´sique issue de u en la direction X(u). Comme l’isotropie de l’action de G est
triviale sur M \S, ceci implique que cette ge´ode´sique est entie`rement contenue dans
S et donc X(u) ∈ TuS. Nous avons prouve´ en meˆme temps que chaque composante
connexe de S est de dimension complexe au moins 1.
On de´montre maintenant que chaque composante connexe de S est de dimension
complexe 2 (de codimension 1 dans M). Supposons le contraire et conside´rons que
S est une telle composante connexe de dimension complexe 1. Associons a` chaque
e´le´ment de l’alge`bre de Lie de champs de Killing G au voisinage d’un point u ∈ S sa
valeur en u. Ceci donne un morphisme d’espaces vectoriels de´fini sur G et a` valeurs
dans TuM . Comme S est invariant par l’action de G, l’image de notre morphisme
est incluse dans la droite TuS. Ceci implique qu’il existe au moins deux champs
de Killing line´airement inde´pendents dans le noyau et donc le groupe d’isotropie
en u serait ne´cessairement de dimension au moins 2. Dans le cas ou` ce groupe
d’isotropie est de dimension 2, le stabilisateur du s-jet de g en u est de dimension
2, ce qui montre que ce s-jet posse`de une orbite de dimension 2. Ce cas a e´te´ exclus
par le lemme 5.2. Si le groupe d’isotropie est de dimension 3, il est ne´ce´ssairement
isomorphe a` PSL(2,C) : il vient que G est isomorphe a` l’alge`bre de Lie de PSL(2,C)
qui est unimodulaire (car semi-simple). Ceci est en contradiction avec la conclusion
de la proposition 5.3. ✷.
Nous savons a` pre´sent que S est de dimension complexe 2. Dans ce cas une
isome´trie locale qui est triviale en restriction a` S admet un 1-jet trivial en chaque
point de S et elle est, par conse´quent, triviale. La restriction de l’alge`bre de Lie G
a` S est donc un isomorphisme d’alge`bres de Lie.
Rappelos que le champ de vecteurs X tangent a` une composante connexe de S
construit pre´ce´demment est q-isotrope ou bien de q-norme constante e´gale a` 1 selon
que le sous-groupe a` un parame`tre contenu dans B qui le fixe est respectivement
unipotent ou semi-simple. Cette conside´ration se´pare les deux cas qu’on e´tudie dans
la suite.
18
5.1 Isotropie unipotente
Plac¸ons-nous d’abord dans le cas ou` il existe dans l’image de ϕ(s) au moins une
orbite O1 de dimension 2, contenue dans O¯ \ O et dont le stabilisateur contient un
sous-groupe a` un parame`tre unipotent.
Nous e´tudions une composante connexe de S (que l’on note encore S) ou` le s-
jet de ϕ est dans O1. Il existe alors sur un reveˆtement fini de S un champ de
vecteurs q-isotrope X pre´serve´ par la restriction a` S de tout champ de Killing local.
Le raisonnement suivant e´tant local on conside`re que X est un champ de vecteurs
de´fini directement sur S.
Dans ce cas nous allons de´montrer la
Proposition 5.5 La surface compacte connexe lisse S est totalement ge´ode´sique et
de´ge´ne´re´e pour la me´trique riemannienne holomorphe q. Le feuilletage holomorphe
engendre´ par le noyau de la restriction de q a` S est transversalement riemannien.
Par conse´quent, S est ou bien un tore complexe, ou bien une surface de Kodaira
primaire (fibre´ principal en courbes elliptiques sur une courbe elliptique).
De´monstration
La re´striction de la me´trique riemanienne holomorphe a` S est ne´cessairement
de´ge´ne´re´e. En effet, supposons pour un instant le contraire et de´signons par Z
l’unique champ de vecteurs tangent a` S, coline´aire a` la deuxie`me direction isotrope
de la restriction de q a` l’espace tangent a` S (la droite engendre´e par X e´tant l’autre
direction isotrope) et tel que q(X,Z) = 1 et par H l’unique champ de vecteurs
de norme 1 orthogonal au plan engendre´ par X et Z et tel que vol(H,X,Z) = 1.
Toute isome´trie locale qui relie deux points de S pre´serve ne´cessairement X et
donc Z et H . Nous avons explique´ un peu plus haut que le point u admet un
voisinage ouvert V dans M tel que toute isome´trie de ϕ proche de l’identite´ de´finie
dans un (petit) ouvert connexe de V se prolonge a` tout l’ouvert V . Conside´rons
une telle isome´trie qui relie deux points de V \ S (une telle isome´trie existe car
ϕ est localement homoge`ne sur M \ S) et qui se prolonge donc sur tout l’ouvert
V . Cette isome´trie respecte ne´cessairement S car le pseudo-groupe des isome´tries
locales pre´serve l’ouvert M \S. Toutes les isome´tries locales qui relient deux points
de S pre´servent le champ de vecteurs transverse H et donc e´galement le temps t
du flot ge´ode´sique de H . On vient de voir que dans l’ouvert V l’action de G fixe
chaque feuille du feuilletage local de dimension 2 donne´ par l’image de S par le flot
ge´ode´sique de H (chaque feuille expS(tH), a` t fixe´, est stabilise´e). L’action de G
n’est donc pas transitive sur M \ S, ce qui est absurde.
Il reste que la restriction de q a` l’espace tangent a` S est de´ge´ne´re´e et cet espace
tangent n’est rien d’autre que l’orthogonal X⊥ du champ de vecteurs X . Nous
montrons que la surface q-de´ge´ne´re´e S est totalement ge´ode´sique
Le champ de vecteurs X e´tant de´fini seulement sur S, on prendra soin de con-
side´rer sa de´rive´e covariante uniquement le long de champs de vecteursW tangents a`
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S (autrement dit, contenus dans X⊥). Comme la q-norme de X est constante, nous
avons de´ja` que pour tout W ∈ X⊥ : 2 · q(∇WX,X) = W · q(X,X) = 0. Le champ
de plans X⊥ est donc stable par l’ope´rateur ∇·X , que l’on peut interpre´ter comme
une section au-dessus de S du fibre´ End(X⊥) = End(TS) des endomorphismes de
X⊥ .
Constatons d’abord que le champ X est ge´ode´sique. Pour s’assurer que X est
bien ge´ode´sique conside´rons l’action du champ de Killing (unipotent) qui fixe un
point u de S. Si H(u) ∈ X⊥(u) est un vecteur de q-norme unitaire, la diffe´rentielle
du temps t du flot de champ de Killing envoie le vecteur H(u) sur H(u) + t ·X(u).
Comme ce flot pre´serve la connexion ∇ et le champ de vecteurs X il vient que
∇H(u)X = ∇H(u)+t·X(u)X , ce qui implique que ∇XX s’annule au point u.
Par conse´quent l’ope´rateur ∇·X contient le champ X dans son noyau.
L’autre valeur propre de l’ope´rateur ∇·X (qui est constante sur S car le pseudo-
groupe des isome´tries locales de q qui pre´servent X agit transitivement sur S) est
ne´cessairement nulle : dans le cas contraire l’ope´rateur ∇·X serait diagonalisable et
tout champ de Killing devrait pre´server la de´composition de X⊥ en espaces propres,
or ceci n’est pas re´alise´ pour notre champ de Killing unipotent dont la diffe´rentielle
ne fixe aucune autre droite de X⊥ a` part celle engendre´e par X . Il reste que le
champ d’endomorphismes ∇·X est nilpotent (d’ordre au plus 2) : l’image de ∇·X
est incluse dans le noyau de ∇·X . Deux cas se pre´sentent : ou bien ∇·X est nul, ou
bien le noyau de ∇·X et l’image de ∇·X co¨ıncident avec la droite engendre´e par X
(l’unique droite de X⊥ invariante par toutes les isome´tries locales). Dans les deux
cas le calcul suivant est valide pour tous les champs de vecteurs locaux W1 et W2
tangents a` S : q(∇W1W2, X) = W1 ·q(W2, X)−q(∇W1X,W2) = 0, le deuxie`me terme
du membre de droite de l’e´galite´ e´tant nul car ∇W1X est contenu dans l’image de
∇·X et donc coline´aire a` X (tandis que W2 ∈ X
⊥). Ceci montre que ∇W1W2 ∈ X
⊥,
et que S est totalement ge´ode´sique.
Comme q est de´ge´ne´re´e en restriction a` la surface totalement ge´ode´sique S, le
feuilletage engendre´ par le champ q-isotropeX est transversalement riemannien [27].
Le feuilletage engendre´ par le champ de vecteurs non singulier X admet une
structure transverse modele´e sur le groupe de Lie C. On en de´duit facilement
(voir [17] pour la the´orie ge´ne´rale et [5] pour le cas des surfaces complexes) que le
reveˆtement universel de S est biholomorphe a` C2 et qu’il existe seulement deux cas
possibles pour S : ou bien, S est un tore complexe, quotient de C2 par un re´seau
de translations et X est un champ de vecteurs constant, ou bien S est une surface
de Kodaira primaire, fibre´ principal en courbes elliptiques sur une courbe elliptique
et le champ X engendre la fibration principale. ✷.
Analysons maintenant l’action de l’alge`bre de Lie G des champs de Killing de ϕ
au voisinage d’un point u de S. La restriction a` S de chaque e´le´ment de G donne
un champ de vecteurs (tangent a` S) de´fini au voisinage de u dans S dont le flot
pre´serve X et donc, en particulier, le feuilletage (transversalement riemannien) F
de´fini par X . De´signons par H l’ide´al de G forme´ par les e´le´ments de G dont la
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restriction a` S agit trivialement sur la transversale de F . Les e´le´ments de H fixent
chaque feuille de F et ils commutent avec X : ils sont de la forme f · X avec f
fonction holomorphe constante sur les orbites de X (en particulier, les e´le´ments de
H sont q-isotropes sur S). Remarquons que l’alge`bre de Lie H est de dimension
complexe 2 : en effet, H ne peut eˆtre de dimension 3 ( sinon le groupe d’isotropie de
ϕ en u serait de dimension au moins 2) et le quotient G/H qui agit non trivialement
sur la transversale de F est ne´cessairement de dimension 1 isomorphe a` l’alge`bre de
Lie C (agissant par translation). Comme F est transversalement riemannien, le flot
de X (comme le flot de tout champ de vecteurs tangent au feuilletage) pre´serve la
restriction de q a` S.
On peut choisir sur un voisinage ouvert U de u dans S un champ de vecteurs
holomorphe H de q-norme constante e´gale a` 1 et tel que [X,H ] = 0 (il suffit de
de´finir H de q-norme constante e´gale a` 1 sur une petite transversale a` F et de le
transporter par le flot du champ X qui pre´serve la restriction de q a` S). De´finissons
sur un voisinage de u dans S un syste`me de coordonne´es (x, h) centre´ en u et tel
que ∂
∂x
= X et ∂
∂h
= H . Dans ces coordonne´es l’expression locale de la forme
quadratique q restreinte a` S est dh2 et les e´le´ments de H restreint a` S sont de la
forme f(h) ∂
∂x
(car ils pre´servent ∂
∂x
et dh2). Par ailleurs l’alge`bre de Lie G/H est
engendre´e par un e´le´ment qui s’exprime ∂
∂h
+ l(h) ∂
∂x
, avec l une fonction holomorphe
de´finie au voisinage de 0 dans C. Nous avons que [ ∂
∂h
+ l(h) ∂
∂x
, f(h) ∂
∂x
] = f ′(h) ∂
∂x
.
Pour comprendre la structure de l’alge`bre de Lie G qui agit par isome´tries affines
pour la restriction de la connexion ∇ a` S, nous allons pre´ciser la structure locale de
cette connexion sur S.
Proposition 5.6 i). Si R est le tenseur de courbure de (S,∇) alors R(X,H)X = 0
et R(X,H)H = γX, ou` γ est un nombre complexe.
ii). La restriction de ∇ a` S est localement syme´trique. De plus (S,∇) est lo-
calement isome´trique ou bien a` la connexion canonique du groupe affine de la droite
complexe si γ 6= 0, ou bien a` la connexion canonique de C2 si γ = 0.
Avant de passer a` la preuve rappelons que le reveˆtement universel AG du groupe
affine de la droite complexe est un groupe de Lie complexe de dimension 2 qui
peut eˆtre vu comme l’ensemble des couples (a, b) ∈ C2 muni de la multiplication
(a, b) · (a′, b′) = (a+ a′, exp(a)b′ + b). Ce groupe admet (comme tout groupe de Lie)
une unique connexion line´aire holomorphe, bi-invariante, sans torsion, complete et
localement syme´trique. Le groupe d’isome´tries de cette connexion est forme´ par les
translations a` droite et a` gauche et il est, par conse´quent, isomorphe au produit
AG× AG [26].
Avant de passer a` la preuve rappelons que si h est l’e´le´ment de l’alge`bre de Lie
du groupe affine qui engendre les homothe´ties (le temps T de du flot de h agissant
donc sur la droite complexe comme z → exp(T )z) et x est l’e´le´ment de l’alge`bre de
Lie qui engendre les translations (le temps T du flot e´tant z → z + T ) nous avons
[h, x] = −x.
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La connexion canonique d’un groupe de Lie est de´finie, en ge´ne´ral, au niveau
de l’alge`bre de Lie par la relation ∇uv =
1
2
[u, v]; ce qui donne pour la courbure le
tenseur R(u, v)v = 1
4
[v, [u, v]].
Dans le cas particulier du groupe affine il vient que R(x, h)x = 0 et R(x, h)h =
−1
4
x. Si l’on pose X = x et H = h, ceci ressemble formellement, du moins dans le
cas γ = −a2 = −1
4
, aux relations figurant au point i) de la proposition 5.6.
Les arguments suivants inspire´s de [26] (partie 8) montrent que la valeur du
parame`tre a n’est pas relevante pour la ge´ome´trie de la connexion, tant que a reste
non nul.
De´monstration
Remarquons d’abord que ∇HX ne de´pend pas du champ de vecteurs H de q-
norme unitaire chosi. En effet, si H ′ est un autre champ de vecteurs local tangent
a` S et de q-norme constante e´gale a` 1, alors H ′ = H + f · X , pour une certaine
fonction holomorphe locale f et comme X est ge´ode´sique, ∇HX = ∇H′X . Le champ
de vecteurs ∇HX est donc invariant par l’action de G et, comme cette action est
transitive sur S, ceci implique qu’il existe un nombre complexe a tel que∇HX = aX .
Comme [X,H ] = 0, nous avons que R(X,H)X = ∇X∇HX − ∇H∇XX =
∇X(aX) = 0.
Pour la deuxie`me formule sur la courbure remarquons que le terme R(X,H)H ne
de´pend pas du choix de H car si H ′ = H + f ·X , alors la premie`re e´galite´ implique
que R(X,H)f ·X = 0 et donc R(X,H)H = R(X,H ′)H ′. Comme pre´ce´demment le
champ de vecteurs R(X,H)H est alors invariant par l’action de G, ce qui implique
que R(X,H)H = γX pour un certain nombre complexe γ. Un calcul direct montre
que γ = −a2.
La deuxie`me assertion de la proposition est prouve´e dans [26] sous l’hypothe`se
supple´mentaire ∇HH = 0 qui est utilise´e pour montrer que la courbure est paralle`le
(connexion localement syme´trique sur S). Nous montrons que dans notre situation
nous pouvons nous passer de l’hypothe`se faite sur H . Remarquons d’abord que H
e´tant de q-norme constante, ∇HH est orthogonal a` H . Comme ∇HH ∈ X
⊥ ceci
implique qu’il existe une fonction holomorphe g telle que ∇HH = g ·X .
Rappelons que la de´rive´e du tenseur R est donne´e par la formule :
∇R(A,B,C,D) = ∇A(R(B,C)D)−R(∇AB,C)D−R(B,∇AC)D−R(B,C)∇AD,
ou` les vecteurs A,B,C,D prennent les valeurs X ou H . Ce n’est que dans le cas
ou` trois des vecteurs A,B,C,D valent H que l’hypothe`se supple´mentaire est utilise´e
dans [26]. Nous traitons ici ce cas et pour le reste de la preuve nous renvoyons a` [26]
(proposition 8.4 et proposition 9.2).
1) ∇R(H,X,H,H) =
∇HR(X,H)H − R(∇HX,H)H − R(X,∇HH)H − R(X,H)∇HX =
∇HγX −R(aX,H)H −R(X, gX)H − R(X,H)aX = aγX − aγX = 0.
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2) ∇R(H,X,H,H) =
∇HR(X,H)H − R(∇HX,H)H − R(X,∇HH)H − R(X,H)∇HH =
∇HγX − R(aX,H)H − R(X, gX)H −R(X,H)gX = aγX − aγX − 0− 0 = 0.
3) ∇R(H,H,H,X) =
∇HR(H,H)X − R(∇HH,H)X − R(H,∇HH)X − R(H,H)∇HX =
0− R(gX,H)X − R(H, gX)X − 0 = 0.
✷.
Revenons a` pre´sent a` l’alge`bre de Lie G. Dans le cas ou` γ = 0 notre alge`bre
de Lie se plonge dans l’alge`bre de Lie du groupe des transformations affines de C2
qui pre´servent la forme quadratique dh2 et le champ de vecteurs X qui est isotrope,
paralle`le, et non trivial. Cette alge`bre est engendre´e par ∂
∂x
, ∂
∂h
, h ∂
∂x
. Il s’agit de
l’alge`bre de Lie du groupe Heisenberg car ∂
∂x
est dans le centre et ∂
∂x
= [ ∂
∂h
, h ∂
∂x
].
L’alge`bre de Heisenberg est unimodulaire (car nilpotente) et cette situation a de´ja`
e´te´ analyse´e et e´limine´e comme contradictoire.
Supposons maintenant que γ 6= 0. Dans ce cas G se plonge dans l’alge`bre de
Lie du produit AG × AG (comme AG est simplement connexe et complet, toute
isome´trie locale proche de l’identite´ de ∇ se prolonge en une isome´trie globale [1],
[10], [19]).
Nous allons montrer que l’alge`bre de Lie G admet un centre non trivial. Pour
cela nous prouvons d’abord que X est un champ de Killing pour la restriction de ∇
a` S.
Rappelons que, d’apre`s la proposition 5.5, la surface S est biholomorphe a` un
tore complexe ou bien a` une surface de Kodaira primaire.
Conside´rons d’abord le cas ou` S est un tore complexe. Il vient que le fibre´
holomorphe tangent a` S est holomorphiquement trivial et que le champ de vecteurs
localH de norme constante e´gale a` 1 peut eˆtre choisi comme e´tant globalement de´fini
sur S. De meˆme le champ de vecteurs ∇HH sera globalement de´fini et comme H
est de q-norme constante, ∇HH est orthogonal a` H , donc en tout point colline´aire
a` X . Comme le fibre´ en droites de´fini par X est trivial (car X non singulier), on a
que ∇HH = λX , pour une certaine constante λ ∈ C
∗.
Comme le flot de X pre´serve H , les relations ∇XX = 0, ∇HX = ∇XH = aX et
∇HH = λX impliquent que le flot de X pre´serve la connexion ∇ de S.
Une manie`re plus directe de conclure est de dire que toute connexion line´aire holo-
morphe sur un tore complexe est invariante par les translations (pour une description
des connexions affines sur les tores complexes le lecteur pourra consulter [14]).
Dans le cas ou` S est une surface de Kodaira primaire, nous utilisons la classi-
fication des connexions line´aires holomorphes sur ce type de surface faite par A.
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Vitter dans [22] (page 239). Cette description montre, en particulier, que sur une
surface de Kodaira primaire toute connexion line´aire holomorphe est invariante par
la fibration principale. Dans notre cas, il vient que X est bien un champ de Killing
pour la restriction de ∇ a` S.
Dans le mode`le local constitue´ par le groupe affine, l’e´le´ment X correspond alors
a` un e´le´ment x de l’alge`bre de Lie du produit AG × AG. Comme les e´le´ments de
G pre´servent X , l’alge`bre de Lie G est une sous-alge`bre de Lie de dimension 3 du
commutateur de x dans l’alge`bre de Lie du produit AG×AG. Comme, par ailleurs,
le commutateur de chaque e´le´ment x est une alge`bre de Lie de dimension au plus 3,
il vient que G co¨ıncide avec le commutateur de x et posse`de donc x comme e´le´ment
central non trivial.
On vient de prouver que X est la restriction a` S d’un champ de Killing local qui
se trouve dans le centre de G. Comme ce champ de Killing est invariant par l’action
de G sur lui-meˆme, il fournit un champ de Killing globalement de´fini sur M \ S et
de norme constante (ne´cessairement e´gale a` 0 car ce champ de Killing se prolonge
sur un voisinage ouvert de S en le champ q-isotrope X).
Analysons la situation au voisinage d’un point u de S. Pour cela, conside´rons un
voisinage U de u dans M qui satisfait la proprie´te´ de prolongement de champs de
Killing et conside´rons dans U \S un champ de Killing K1 qui correspond a` l’e´le´ment
central de G. Ce champ de Killing est de norme constante sur U \S car invariant par
l’action transitive de G et se prolonge sur U ∩ S en un champ coline´aire a` X . Nous
avons donc que K1 est bien de´fini sur U et q-isotrope. Rappelons que la section Y de
Sn(TM) est e´galement invariante par l’action de G et (par construction) q-isotrope.
Nous avons donc que q(K⊗n1 , Y ) est une fonction constante, ou` l’on a note´ encore par
q la forme quadratique induite sur TM⊗n par la me´trique riemannienne holomorphe.
Comme Y s’annule sur S cette fonction est nulle. Nous pouvons donc conclure que
si l’on choisit en un point v ∈ U \S le vecteur Y˜ (v) tel que Y˜ (v)⊗n = Y (v) alors les
vecteurs Y˜ (v) et K1(v) sont q-isotropes et q-orthogonaux, ce qui implique qu’ils sont
coline´aires : il existe donc une fonction me´romorphe g, de´finie sur U , telle que que
K⊗n1 = g ·Y . L’invariance de K
⊗n
1 et de Y par l’action transitive de G implique que g
est constante et qu’il existe donc µ ∈ C∗ tel que K⊗n1 = µY sur U . La contradiction
recherche´e vient du fait que Y s’annule sur S, tandis que le champ de Killing K1 est
non identiquement nul sur U ∩ S (car nous avons vu que la restriction a` S est un
isomorphisme). En fait, en tant que champ de Killing q-isotrope en dimension 3, le
champ de vecteurs K1 est meˆme non singulier [9] (lemme 6.7).
5.2 Isotropie semi-simple
Il reste a` re´gler les cas ou` l’isotropie est semi-simple et de dimension 1. Plac¸ons-
nous dans le dernier cas a` re´gler ou` en dehors de O, il n’existe dans l’image de ϕ(s)
que des orbites de dimension 2 et dont le stabilisateur contient un sous-groupe a` un
parame`tre semi-simple.
Nous e´tudions une composante connexe de S (que l’on note encore S) ou` le s-jet
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de ϕ est dans une orbite O1 de dimension 2 et dont le stabilisateur contient un
sous-groupe a` un parame`tre semi-simple. Ce stabilisateur fournit en chaque point
u de S un champ de Killing s’annulant en u et dont la diffe´rentielle fixe un unique
vecteur q-unitaire de TuS. Il existe alors sur S un champ de vecteurs tangent X de
q-norme constante e´gale a` 1 pre´serve´ par la restriction a` S de tout e´le´ment de G.
La me´trique riemannienne holomorphe q est ne´cessairement de´ge´ne´re´e sur S car
sinon il existe sur S un deuxie`me champ de vecteurs H de´fini par les relations
q(X,H) = 0 et q(H) = 1. Le champ H est bien de´fini seulement a` signe pre`s, car
sur la droite orthogonale a` X il existe deux vecteurs (oppose´s) q-unitaires. Faisons
un choix local et optons pour l’un de ces vecteurs au voisinage d’un point s de S :
ceci permet de de´finir un champ H pre´serve´ par l’action de G.
L’orthogonal (par rapport a` q) de l’espace tangent a` S est engendre´ par un unique
champ de vecteurs Z de norme 1 tel que vol(X,H,Z) = 1. Les champs H et Z sont
donc e´galement pre´serve´s par l’action au voisinage du point s de la restriction de G a`
S. On conclut alors qu’au voisinage d’un point de S l’action de G fixe chaque feuille
du feuilletage obtenu en poussant S par le flot ge´ode´sique de Z : ceci implique que
G n’agit pas transitivement sur M \ S, ce qui est absurde.
Il reste a` analyser le cas ou` q est de´ge´ne´re´e en restriction a` S. Le noyau de q de´finit
alors en restriction a` S un feuilletage en droites non singulier transverse au champ
de vecteurs X . Nous sommes a` nouveau en pre´sence d’un feuilletage holomorphe
transversalement riemannien. En effet, de´signons par ω la 1-forme diffe´rentielle
holomorphe sur S qui vaut 1 sur le champ de vecteurs X et dont le noyau co¨ıncide
avec celui de q. Il vient que ω2 = q et que ω est ferme´e; nous venons d’utiliser
un re´sultat classique qui affirme que sur les surfaces complexes compactes, les 1-
formes diffe´rentielles holomorphes sont ne´cessairement ferme´es (pour une preuve de
ce fait le lecteur pourra consulter, par exemple, la re´fe´rence [6]). Par conse´quent,
le noyau de ω de´finit bien un feuilletage transversalement riemannien F et S est
ne´cessairement totalement ge´ode´sique [27]. Il re´sulte, en utilisant la classification
des surfaces posse`dant une connexion line´aire holomorphe [23] que S ne peut eˆtre
qu’un tore complexe ou une surface de Hopf. Ne´anmoins le raisonnement local
suivant n’utilise pas la structure analytique globale de S.
Proposition 5.7 Il existe un champ de vecteurs holomorphe Y˜ tel que Y = Y˜ ⊗n.
De plus, le 1-jet de Y˜ en un point de S est non trivial.
De´monstration
Analysons l’action de l’alge`bre de Lie des champs de Killing de ϕ au voisinage d’un
point u dans S. Dans un voisinage (suffisamment petit) U de u dans S, il existe
un champ de vecteurs holomorphe tangent H qui est q-isotrope et non singulier
dans U . En chaque point de U il existe alors un unique vecteur Z (transverse a`
U) uniquement de´termine´ par les relations q(Z) = 0, q(X,Z) = 0 et q(H,Z) = 1.
Le flot ge´ode´sique de Z permet de de´finir un feuilletage au voisinage de U dont les
feuilles sont expU (tZ), a` t fixe´.
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Rappelons qu’un 1-jet de biholomorphisme local qui relie deux points de S se
prolonge en une isome´trie locale si et seulement si sa diffe´rentielle pre´serve X . Le 1-
jet d’application qui envoie u sur un point u′ ∈ U et dont la diffe´rentielle est triviale
dans les repe`res (X(u), H(u), Z(u)) et (X(u′), H(u′), Z(u′)) se prolonge donc de
manie`re unique en une isome´trie locale de ϕ = (q, Y ) qui envoie le temps t de la
ge´ode´sique issue de u dans la direction Z(u) sur le temps t de la ge´ode´sique issue
de u′ dans la direction Z(u′). Le pseudo-groupe d’isome´tries locales de ϕ agit donc
transitivement sur chaque feuille expU (tZ) du feuilletage. Plus pre´cise´ment, u e´tant
fixe´, quelque soit u′ ∈ U il existe une unique isome´trie locale iu′ (qui de´pend de
manie`re holomorphe de u′) qui relie u et u′ et qui envoie la ge´ode´sique expu(tZ(u))
sur la ge´ode´sique expu′(tZ(u
′)) en respectant le parame´trage.
Le tenseur Y est entie`rement de´termine´ si l’on connaˆıt sa restriction a` la ge´ode´sique
issue de u dans la direction du vecteur Z(u) (en effet, on obtient alors la restriction
de Y a` la ge´ode´sique expu′(tZ(u
′) en transportant avec iu′).
Pour pre´ciser ceci conside´rons sur un voisinage ouvert de u dans U , un syste`me
de coordonne´es locales w, centre´ en u. Un voisinage ouvert de u dans M sera alors
parame`tre a` l’aide du flot ge´ode´sique de Z par les coordonne´es (w, t). De´signons
par Y ′ la restriction de Y a` la ge´ode´sique issue de u dans la direction Z. Il vient
que Y ′(t) = Y (0, t) = f(t)(Y¯ (t))⊗n, ou` f est une fonction holomorphe a` une vari-
able de´finie sur un voisinage de 0 et qui admet un ze´ro isole´ en 0 et Y¯ (t) est un
vecteur non nul et q-isotrope de T(0,t)M (cette e´criture n’est pas unique). Si iw est
l’unique isome´trie locale qui relie 0 a` w et qui envoie la ge´ode´sique exp0(tZ(0)) sur
la ge´ode´sique expw(tZ(w)) en respectant le parame´trage, alors Y (w, t) = f(t)(diw ·
Y¯ (t))⊗n.
Si µtl, avec µ nombre complexe non nul et l entier strictement positif, est le
premier jet non nul de f en 0, alors le premier jet non nul de Y ′ a` l’origine (qui
s’interpre`te comme un polynoˆme homoge`ne de´fini sur la droite Z(u) et a` valeurs dans
l’espace vectoriel TuM
⊗n) est de la forme µtlY¯ (0)⊗n = µtl(aX(0)+bH(0)+cZ(0))⊗n,
avec a, b, c des nombres complexes dont au moins un est non nul. Nous de´montrons
que l’invariance de cette expression par le flot du champ de Killing semi-simple K
qui fixe u (flot qui stabilise la ge´ode´sique issue de u dans la direction Z(u) sans
pre´server le parame´trage et fixe X(u)) implique que le premier jet non nul de f a`
l’origine est de la forme µtn, avec µ nombre complexe non nul et a = b = 0.
En effet, l’action de la diffe´rentielle en u du temps T de ce flot est
T · (X(0), H(0), Z(0)) = (X(0), T 2H(0), T−2Z(0)),
tandis que l’action sur le l-jet de f est T · µtl = T 2lµtl. Le l-jet de Y ′ se de´compose
en une somme dont les termes sont de la forme µtlapbqcrX(0)p ⊗H(0)q ⊗ Z(0)r, ou`
p, q, r sont des entiers positifs dont la somme vaut n.
Comme l’action line´aire du temps T du flot de K sur (T0M)
⊗n est diagonalisable
dans la base X(0)p⊗H(0)q⊗Z(0)r, et la valeur propre associe´e a` ce vecteur propre
est T 2(q−r), l’invariance du l-jet de Y ′ l’action du flot de K implique que tous les
termes de la forme X(0)p⊗H(0)q⊗Z(0)r avec p+q+r = n qui ont un coe´fficient non
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nul doivent eˆtre associe´s a` la meˆme valeur propre. Comme Y¯ (0) est q(0)-isotrope,
ceci montre que la seule possibilite´ est a = b = 0 et l = n.
Ceci implique qu’au voisinage du point u il existe un champ de vecteurs holomor-
phe Y˜ tel que Y = (Y˜ )⊗n. En effet, on peut prendre Y˜ (w, t) = l(t)tdiwY¯ (t), ou` l(t)
est une ”racine n-e`me” de f(t)
tn
dans un voisinage de 0 dans C.
Cette proprie´te´ e´tant vraie au voisinage de chaque point de S nous avons que
(eventuellement sur un reveˆtement fini non ramifie´ de M) le tenseur Y est la puis-
sance n-e`me d’un champ de vecteurs.
Conside´rons Y˜ ′ la restriction du champ Y˜ a` la ge´ode´sique issue de u dans la
direction Z(u), prenons le premier jet non trivial de Y˜ ′ en 0 et exprimons l’invariance
de ce jet par le flot du champ de KillingK. Nous sommes dans la meˆme situation que
pre´ce´demment et dans le cas particulier n = 1. Le calcul du point i) implique alors
que le premier l-jet non trivial de Y˜ ′ a` l’origine correspond a` l = 1. En particulier,
le premier jet de Y˜ en u est non trivial. Comme G agit transitivement sur S en
pre´servant Y ceci est vrai pour tous les points de S. ✷.
Nous donnons maintenant un renseignement plus pre´cis sur le 1-jet de Y˜ en un
point de S avec le lemme local suivant :
Lemme 5.8 Conside´rons un voisinage ouvert U de l’origine dans C3 muni d’une
me´trique riemannienne holomorphe q.
Soit Y˜ un champ de vecteurs holomorphe non identiquement nul q-isotrope qui
s’annule a` l’origine. Supposons qu’il existe un champ (de Killing) holomorphe K
dans U qui s’annule a` l’origine, dont le flot local pre´serve a` la fois q et Y et dont la
diffe´rentielle a` l’origine stabilise un vecteur non isotrope de T0C
3 . Alors le premier
jet de Y˜ a` l’origine est de la forme νz ∂
∂z
, ν ∈ C.
Remarque : rappelons encore une fois que la condition d’invariance par la diffe´-
rentielle a` l’origine d’un champ de vecteurs non isotrope est une condition alge´brique
qui porte sur la partie line´aire du champ de Killing K a` l’origine. Il est e´quivalent
de dire que cette partie line´aire est semi-simple.
De´monstration
i) Le flot du champ K fixe un vecteur ∂
∂x
de q-norme e´gale a` 1 dans T0C
3.
Conside´rons une base ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
) de l’espace tangent a` l’origine avec la proprie´te´
que ∂
∂x
est un vecteur de q-norme e´gale a` 1, tandis que les vecteurs ∂
∂y
, ∂
∂z
sont
q-isotropes, q-orthogonaux a` ∂
∂x
et q( ∂
∂y
, ∂
∂z
) = 1.
Dans les coordone´es exponentielles fixe´es par le choix de la base pre´ce´dente de
l’espace tangent a` l’origine le champ de Killing K est line´aire et le temps T de son
flot est donne´ par la transformation line´aire : T · (x, y, z) = (x, T−2y, T 2z).
Un calcul simple donne la forme des champs de vecteurs holomorphes s’annulant
a` l’origine et invariants par ce flot : Y˜ = f(x, y, z) ∂
∂x
+ g(x, y, z) ∂
∂y
+ h(x, y, z) ∂
∂z
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est invariant par le flot de K si et seulement si f = F (x, yz), g = yG(x, yz) et h =
zH(x, yz), ou` F,G et H sont des fonctions holomorphes a` deux variables s’annulant
a` l’origine.
On en de´duit les seuls 1-jets possibles pour des champs de vecteurs s’annulant a`
l’origine et invariants par le flot de K : un tel 1-jet est ne´cessairement de la forme
Y 1 = λx ∂
∂x
+µy ∂
∂y
+ νz ∂
∂z
, avec λ, µ, ν, des nombres complexes eventuellement nuls.
Il s’agit maintenant d’exploiter le fait que Y˜ est q-isotrope. Dans les coordonne´es
exponentielles conside´re´es le 1-jet a` l’origine de la me´trique riemannienne holomor-
phe q vaut q0 = dx
2 + dydz. Ceci permet d’en de´duire le 2-jet a` l’origine de la
fonction q(Y ) : il s’agit de q0(Y
1) = 2µνyz + λ2x2. Comme la fonction q(Y ) est
identiquement nulle, ce 2-jet doit eˆtre trivial et donc Y 1 est de la forme νz ∂
∂z
(ou
bien de la forme µy ∂
∂y
ce qui revient au meˆme) . ✷.
Remarque : dans notre situation on applique le lemme pre´ce´dent au voisinage
d’un point u de S et pour une base ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
) = (X(u), H(u), Z(u)) de l’espace
tangent en u. Comme Y˜ s’annule sur S et TuS est l’espace vectoriel engendre´ par
( ∂
∂x
, ∂
∂y
), il vient que le 1-jet de Y˜ en u est de la forme νz ∂
∂z
, avec ν non nul.
Le lemme pre´ce´dent et la proposition 5.7 impliquent que dans notre situation le
1-jet de Y˜ est non nul, de la forme νz ∂
∂z
, avec ν nombre complexe non nul. La trace
de l’ope´rateur ∇·Y˜ , vu comme section de End(TM), est une fonction holomorphe
constante surM qui vaut ν en les points de S. Cette fonction est donc une constante
non nulle ν. Rappelons que la trace de ∇·Y˜ co¨ıncide avec la divergence du champ de
vecteurs Y˜ par rapport a` la forme volume vol de q. Autrement dit, LY˜ vol = νvol,
ou` LY˜ vol est la de´rive´e de Lie de la forme volume par rapport au champ Y˜ . Le
fait que ν soit non nulle est en contradiction avec le fait bien connu qu’un champ
de vecteurs holomorphe sur une varie´te´ compacte doit pre´server les formes volumes
holomorphes. La preuve de cette proprie´te´ fait l’objet de la proposition suivante qui
ache`ve la de´monstration de ce dernier cas.
Proposition 5.9 Le flot de Y˜ pre´serve la forme volume de q.
De´monstration
De´signons par ψt le temps t du flot de Y˜ et remarquons que le fibre´ canonique
de M e´tant trivial, pour chaque temps t il existe une constante c(t) ∈ C tel que
(ψt)∗vol = c(t)vol. Comme le volume re´el de M , donne´ par l’inte´grale de la forme
re´elle vol ∧ v¯ol, doit eˆtre pre´serve´ par l’action du flot, on a que la valeur absolue
du nombre complexe c(t) vaut 1 pour tout t. La fonction t → c(t) est alors une
fonction entie`re a` valeurs dans le cercle unite´ et par le the´ore`me de Liouville elle
est ne´cessairement constante, e´gale donc a` c(0) = 1. Ceci montre que le flot de Y˜
pre´serve la forme volume et par conse´quent la divergence de Y˜ est nulle. ✷.
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